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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СУПРАФУЛЛЕРЕНОВ И СУПРАФУЛЛЕРАНОВ1 

 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Полиэдрические молекулы, в том числе фуллерены, 

рассматриваются как перспективные материалы для использования в строи-
тельной индустрии, машиностроении, водородной энергетике, биотехнологиях 
и медицине. Целью данной работы являются расчеты равновесных геометри-
ческих параметров и энергии связи атомов в так называемых супрафуллеренах 
и супрафуллеранах, отличающихся от классических фуллеренов и фуллеранов 
более сложным расположением атомов. 

Материалы и методы. С помощью программных пакетов NanoEngineer и 
Abinit вначале находились отвечающие энергетическим минимумам геометриче-
ские параметры макромолекулы. Далее на основе теории функционала плотно-
сти (DFT) с использованием набора базисных функций 6-311G осуществлялся 
расчет ее полной энергии и энергия связи, приходящаяся на один атом. 

Результаты. Показано, что энергия связи атомов супрафуллеренов соиз-
мерима с таковой для классических фуллеренов С20 и С60, а в некоторых из них 
даже выше. Супрафуллераны характеризуются меньшими энергиями связи 
атомов и термодинамически менее устойчивы. Вследствие этого полное гид-
рирование супрафулленов затруднительно.  

Выводы. Диаметр супрафуллеренов может в 2–3 раза превышать диаметр 
наиболее распространенного фуллерена С60. Соответственно их объем должен 
8–27 раз превышать объем последнего. Это означает, что супрафуллерены мо-
гут быть успешно использованы в качестве капсул для радионуклидов в селек-
тивной лучевой терапии и других приложениях. 

Ключевые слова: полиэдрические молекулы, супрафуллерены, супрафул-
лераны, равновесные геометрические параметры, лучевая терапия. 
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MATHEMATICAL MODELLING  
OF SUPRAFULLERENES AND SUPRAFULLERANES 

 
Abstract.  
Background. Polyhedral molecules, including fullerenes, are considered as per-

spective materials to be used in the construction industry, mechanical engineering, 
hydrogen energetics, biotechnologies and medicine. The purpose of this paper is to 
calculation equilibrium geometrical parameters and binding energy of atoms in the 
so-called suprafullerenes and suprafulleranes, differing from classical fullerens and 
fulleranes by more complex arrangement of atoms. 

Materials and methods. By means of NanoEngineer and Abinit software pack-
ages in the beginning the authors obtained geometrical parameters of a macromole-
cule meeting energy minima. After that, on the basis of the density functional theory 
(DFT) using basic functions of 6-311G set the researchers calculated its total energy 
and binding energy per atom.  

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагоги-

ческие кадры инновационной Росси» на 2009 – 2013 годы (соглашение № 14.В37.21.1083) 
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Results. It is shown that the binding energy of suprafullerenes atoms is commen-
surable with that for classical C20 and C60 fullerenes, and in some of them even is 
higher. Suprafulleranes are characterized by smaller binding energy of their atoms 
and are less steady thermodynamically. Therefore the complete hydrogenation of 
suprafullerenes encounters certain difficulties. 

Conclusions. Suprafullerenes’ diameter can exceed the diameter of the most 
widespread C60 fullerene 2–3 times. Respectively their volume has to exceed the 
volume of the latter 8–27 times. It means that suprafullerenes can be successfully 
used as capsules for radionuclides in selective beam therapy and other applications. 

Key words: polyhedral molecules, suprafullerenes, suprafulleranes, equilibrium 
geometrical parameters, beam therapy. 

Введение 

Фуллерены являются частным случаем полиэдрических молекул (поли-
эдренов), каркасы которых образуют правильные (платоновы) или полупра-
вильные (архимедовы) тела. Так, например, фуллерен С20 имеет форму доде-
каэдра [1], а фуллерен С60 – усеченного икосаэдра [2]. Существуют, синтези-
рованы или теоретически предсказаны и другие полиэдрены подобного типа: 
тетраэдрен Р4 (белый фосфор) [3], кубен С8 [4], а также гидриды полиэдренов – 
полиэдраны: тетраэдран С4Н4 [5], кубан С8Н8 [6], додекаэдран С20Н20 [7], фул-
леран С60Н60 [8] и др. Фуллереноподобные и фуллераноподобные макромоле-
кулы интересны как сами по себе, так и в качестве «строительных кирпичи-
ков», позволяющих создавать из них новые классы наноматериалов с не-
обычными физико-химическими свойствами [8]. 

Как доказано математиками, существуют лишь 5 платоновых и 13 архи-
медовых тел [9], получаемых усечением платоновых тел. Дальнейшее усечение 
архимедовых тел приводит к выпуклым многогранникам, содержащим не 
вполне правильные многогранники в качестве сторон. Тем не менее, если отсе-
кать определенным образом вершины и ребра усеченного икосаэдра, можно 
получить почти правильные многогранники с ребрами равной длины. Если 
расположить в вершинах таких многогранников атомы, то можно заметить, что 
полученные таким образом атомные кластеры представляют собой обобщения 
классического фуллерена С60. Вместо одного атома мы получаем симметрично 
организованные атомные комплексы. По аналогии с предложенными нами ра-
нее супракристаллами [10, 11] мы назвали такие молекулы супрафуллеренами. 

Целью настоящей работы является построение атомных моделей су-
прафуллеренов, нахождение геометрических параметров их термодинамиче-
ски равновесной конфигурации, определение устойчивости существования 
при комнатной температуре и численные расчеты энергии связи образующих 
их атомов. 

Атомные модели 

На рис. 1 показаны способы усечения углов и ребер усеченного икоса-
эдра с образованием различных типов дважды усеченного икосаэдра, в вер-
шинах которых могут находиться атомы супрафуллеренов. 

На рис. 2 показаны атомные модели супрафуллеренов и супрафуллера-
нов, соответствующих рис. 1. В качестве их образующих использованы ато-
мы подходящей валентности: бор (В) и углерод (С). Во втором случае четвер-
тый валентный электрон, не участвующий в создании σ-связей с соседними 
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атомами углерода, может быть связан с атомом водорода (Н) путем гидриро-
вания супрафуллерена до образования супрафуллерана. Однако он может об-
разовывать и двойные связи с соседними атомами. В этом случае грани су-
прафуллерена получаются гетероциклическими. Изображены только те мак-
ромолекулы, которые согласно нашим расчетам оказались хотя бы метаста-
бильно термодинамически устойчивыми. 

 

 
а) б) 

 
в) г) 

Рис. 1. Форма граней возможных типов супрафуллеренов: Х90(3,5,6) (а),  
Х180(3,10,12) (б), Х360(6,4,10,12) (в), Х180(3,4,5,6) (г). Числа в скобках  

указывают вид многогранников, являющихся гранями супрафуллерена.  
Нижние индексы соответствуют числу атомов типа Х в макромолекуле 

Методика расчетов 

На первом этапе работы исследуемая атомная модель сводилась к оп-
тимальной с энергетический точки зрения конфигурации с помощью про-
граммного пакета NanoEngineer. Затем полученные координаты атомов вво-
дились в пакет Abinit и проводилась повторная оптимизация геометрических 
параметров молекулы. Далее на основе теории функционала плотности (DFT) 
с использованием набора базисных функций 6-311G осуществлялся расчет 
диаметра молекулы, ее полной энергии, отвечающих данному локальному 
энергетическому минимуму, и длины связей. 

Отметим, что согласно нашим расчетам полиэдрические молекулы из 
атомов В и С, соответствующие рис. 1,а,г, характеризуются отрицательными 
значениями энергии связи и, стало быть, не могут образовывать устойчивые 
системы. В рамках нашей модели это означает, что данные атомные конфи-
гурации соответствуют не локальным минимумам полной энергии системы, а 
ее локальным максимумам (седловым точкам). Действительно, отрицатель-
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ность энергии связи означает, что полная энергия данной атомной модели 
больше, чем суммарная энергия входящих в нее атомов, т.е. она не устойчива 
и должна распадаться. 

 

B180(3,10,12) C180(3,10,12) 

 

C180H180(3,10,12) B360(6,4,10,12) 

 
C360(6,4,10,12) C360H360(6,4,10,12) 

Рис. 2. Атомные модели термодинамически устойчивых  
супрафуллеренов и супрафуллеранов 
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Точность расчета определяется набором базисных функций и подбором 
значения энергии отсечения. Вычисление матриц Якоби, необходимое при 
расчете полной энергии равновесного состояния атомного кластера, зачастую 
невозможно в чистом виде. Для расчета таких матриц часто используются 
квазиньютоновы методы приближенных вычислений. В данной программе 
реализован метод Бройдена многомерного использования метода секущих. 

На заключительной стадии расчетов находилась энергия связи, прихо-
дящаяся на один атом. 

В случае супрафуллеренов полная энергия связи атомного кластера  
равна 

 X Xb tE N E E= − ,  (1) 

где XN  – число атомов (типа Х) в кластере; XE  – полная энергия изолиро-

ванного атома; tE  – полная энергия молекулы. Энергии изолированных ато-

мов также вычислялись в пакете Abinit на основе DFT и того же самого набо-
ра базисных функций. Нами были получены следующие их значения, округ-
ленные до пяти значащих цифр: bE  = –667,15 эВ, EC = –1022,4 эВ. 

Энергия связи, приходящаяся на один атом, может быть вычислена как  

 /
X

b a
a b

b

N
E E

N
= ,  (2) 

где /b aN  – число связей, приходящихся на один атом; bN  – полное число 

связей в молекуле.  
В случае супрафуллеранов 

 X X H Hb tE N E N E E= + − ,  (3) 

где HN  – число атомов водорода в молекуле; HE  = –13,53 эВ – энергия изо-

лированного атома водорода.  
Энергии, приходящиеся на один атом: 

 H
XX XH

XX/а XH/а

b
a

E
E

N N

N N

=
η +

, X Ha aE E= η . (4) 

Здесь NXX – число связей атомов Х с Х; NXH – число связей атомов Х  
с Н; NXX/a – число связей типа ХХ на один атом; NXН/a – число связей типа ХН 
на один атом; X ,aE  HaE  – энергии, приходящиеся на один атом Х или Н со-

ответственно. Величина ,η  характеризующая распределение энергии между 

атомами Х и Н, может быть приближенно оценена [12] как 

 X

H

t

t

M m

M m

−
η ≈

−
,  (5) 

где Mt – полная масса молекулы (кластера); mX – масса атома Х; mН – масса 
атома водорода. 
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Результаты и их обсуждение 

Для достоверности полученных результатов разработанная нами мето-
дика расчетов была предварительно апробирована для известных полиэдри-
ческих молекул (см. табл. 1, 2) при этом полученные результаты оказались 
близки к соответствующим результатам других авторов, использовавших 
иные методы расчета или полученных экспериментально.  

 
Таблица 1 

Длины связей l (Å) в некоторых полиэдрических молекулах 

Метод расчета 
C4H4 C8H8 C20 C60 

lС-С lС-Н lС-С lС-Н lС-С lС-Н lС-С lС-Н 
Настоящая работа 
TB [13] 
TB [14] 
HF [15] 
MNDO [16] 
Tersoff [17] 
TB [18] 
B3LYP [5] 
LDA [19] 
Эксперимент 

 

1,54 
1,53 

– 
– 
– 
– 
– 

1,48 
– 
– 
 

1,07 
1,07 

– 
– 
– 
– 
– 

1,07 
– 
– 
 

1,58 
– 
– 
– 
– 
– 

1,57 
– 

1,59–1,62
1,56 [20]

 

1,08 
– 
– 
– 
– 
– 

1,08 
– 

1,07–1,11
1,10 [20] 

 

1,46 
– 

1,52 
1,47 
1,52 
1,53 

– 
– 
– 
– 
 

1,34 
– 

1,44 
1,42 
1,41 
1,44 

– 
– 
– 
– 
 

1,40 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

1,44  
[21] 

1,38 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

1,39  
[21] 

Примечание. Длины связей l (Å) в некоторых полиэдрических молекулах рас-
считаны различными методами: ТВ (метод сильной связи), HF (метод Хартри – Фо-
ка), MNDO (метод модифицированного пренебрежения дифференцируемым пере-
крытием), Tersoff (метод Терзофа – Бреннера), B3LYP (гибридный метод функцио-
нала плотности, в котором обменная энергия рассчитывается на основе метода Харт-
ри – Фока), LDA (метод функционала плотности в приближении локальной плотно-
сти) или полученные экспериментально. 

 
Таблица 2 

Энергии связи Ea (эВ/атом) некоторых полиэдрических молекул 

Метод расчета 
C4H4(T) C8H8(C) C20(D) C60(TI) 

ЕСa ЕHа ЕСa ЕHа ЕСa ЕСa 
Настоящая работа 
TB [13] 
TB [14] 
ТВ [22] 
HF [23] 
LDA [23] 
GCA [24] 
Tersoff [17] 
TB [18] 
Эксперимент 

2,40 
3,90 

– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

3,05 
3,90 

– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

5,11 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

4,42 
4,47 [18]

5,72 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

4,42 
4,47 [18]

4,71 
– 

6,08 
6,08 
4,01 
7,95 
6,36 
6,36 

– 
– 

6,80 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

7,0 [25] 

Примечание. Энергии связи Ea (эВ/атом) некоторых полиэдрических молекул 
рассчитаны различными методами: ТВ (метод сильной связи), HF (метод Хартри – 
Фока), LDA (метод функционала плотности в приближении локальной плотности), 
GCA (метод функционала плотности с четом градиентных поправок), Tersoff (метод 
Терзофа – Бреннера), или полученные экспериментально. 
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Следует обратить внимание на то, что в сопоставляемых с нашими дан-
ными значениях энергии связи атомов водорода имеются различия с цитиру-
емыми работами, так как в этих работах она находилась упрощенным спосо-
бом, без учета различий между атомами водорода и углерода. 

В табл. 3 представлены результаты расчета длины l (Å) межатомных 
связей, диаметра D (нм) исследуемых супрафуллеренов и супрафуллеранов, 
их полной энергии Еt (кэВ) и энергии связи атомов ЕХа и ЕНа (эВ/атом). 

 
Таблица 3  

Геометрические и энергетические характеристики  
супрафуллеренов и супрафуллеранов 

Молекула lX-X lX=X lX-H D Et EXa EHa 
B180(3,10,12) 1,74 – – 1,64 –121036 5,27 – 
C180(3,10,12) 1,46 1,34 – 1,35 –185305,8 7,1 – 
C180H180(3,10,12) 1,57 – 1,07 1,81 –187138,2 1,24 1,25 
B360(6,4,10,12) 1,78 – – 2,17 –242021 5,13 – 
C360(6,4,10,12) 1,49 1,34 – 1,85 –372589 12,6 – 
C360H360(6,4,10,12) 1,56 – 1,07 1,99 –375843 2,691 2,698 

 
Как видно из табл. 3, энергия связи атомов супрафуллеренов соизмери-

ма с таковой для классических фуллеренов С20 и С60, а в супрафуллеране 
C360(6,4,10,12) даже существенно выше. Видно также, что энергия связи ато-
мов углерода выше, если в супрафуллеренах присутствуют двойные связи. 
Супрафуллераны характеризуются меньшими энергиями связи атомов и тер-
модинамически менее устойчивы. Вследствие этого полное гидрирование су-
прафулленов затруднительно.  

Видно также, что диаметр супрафуллеренов может в 2–3 раза превы-
шать диаметр наиболее распространенного фуллерена С60. Соответственно их 
объем должен 8–27 раз превышать объем последнего. Это означает, что су-
прафуллерены могут быть успешно использованы в качестве капсул для ра-
дионуклидов в селективной лучевой терапии. Использование супрафуллере-
нов наряду с классическими фуллеренами в традиционно упоминаемых объ-
ектах: строительной индустрии, машиностроении, водородной энергетике, 
биотехнологиях и медицине, по-видимому, также возможно. 
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